Rozdziat 8

Regresja

Definiowanie modelu

Analize korelacji mozna traktowaé jako wstep do analizy regresji. Jezeli wykresy rozrzutu
oraz wartosci wspotezynnikéw korelacji wskazuja na istniejaca wspotzmienno$é miedzy
analizowanymi zmiennymi mozna pokusi¢ sie o skwantyfikowanie tej relacji.

Jezeli zalezno$é miedzy zmiennymi ma charakter liniowy (dodatkowo zmienne maja
rozktad normalny oraz nie posiadaja obserwacji odstajacych) mozna pokusi¢ sie o dopa-
sowanie funkcji f ktéra powiaze zmienna wyjasniana y (zwana réwniez predyktanta , lub

zmienna zalezna) ze zmienna niezalezng x (predyktor, zmienna wyjasniajaca).
§=f(x)
Postaé funkcji f w przypadku liniowo$ci mozna zapisa¢ w sposéb nastepujacy;
J=a+ bx

W przypadku zaleznosci nieliniowych moze to wskazywac¢ na konieczno$¢ uzycia funkcji
wyzszego rzedu np. § = a+bx+bx? lub § = ae?® Zawsze staramy sie poszukiwaé funkeji w
najprostszej postaci, poniewaz dla skomplikowanego rownania trudno znalez¢ odpowiednia
interpretacje fizyczna.

Dopasowanie parametrow linii regresji dokonujemy metoda najmniejszych kwadratow
(istnieja réwniez inne metody - ta jest jedna z bardziej oczywistych), zakladajac takie
dobranie wspétczynnikéw, aby wartoéé btedu S byta najmniejsza

n n

S= lyi— f(@)?, S = S(a,b) =) lyi — a — bay)?

i=1 =1

Wartosci wspotezynnikéw a i b otrzymujemy, wykorzystujac ponizsze wzory.
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Analiza jakosci modelu

SSR
SST . .. . SSE
i ., zmienno$¢  wyja- . .,
zmiennos¢  calko- = . , . + zmienno$¢  pozo-
. $niana réwnaniem i
wita . stala poza regresja
regresji

gdzie: SS-sum of squares, T-total, R-regression, E-error

Mozna to réwniez zapisaé jako

Suma kwadratéw | Stopnie swobody | Wartos¢ srednia kwadratéow
Regresja SSR k—1=1 MSR = 558
Resztkowy SSE n—k=n-—2 MSE = %
Razem SST n—1

Wartosé srednia kwadratow reszt (wariancja sktadnika losowego) MISE méwi o zgod-
nosci z danymi obserwowanymi w modelu. (informuje o zmiennosci sktadnika losowego)
i(yz_gz>2 i€12 SSE

n—=k n—k n—k

Odchylenie standardowe reszt (RMSE - standardowy blad estymacji) informuje o ile

srednio wartosci obserwowane Y odchylaja sie od wartosci prognozowanych w modelu.

RMSE =VvMSE =
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Do oceny istotnosci statystycznej wspétezynnika kierunkowego linii regresji (b) stosujemy

test t przy Hy : b= 0 i hipotezie alternatywnej b # 0.

Do oceny jaka czes¢ wariancji zmiennej okreslona jest poprzez rownanie trendu wykorzy-

stujemy test F-Snedecora.

> l-a?
p_ &1 _ MSR
oy 9 —yil? - MSE
Ziln—k

Uzywany jest réwniez wspotezynnik determinacji R?, ktory okreéla stosunek zmiennoéci

wynikajacej z trendu do zmiennosci catkowitej.
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Wyznaczanie przedziatéw ufnodci dla linii trendu, gdzie s> (MSE) — oszacowanie wariancji
resztowe]j przy n — 2 stopniach swobody s = RMSE, ?(,,,—2) warto$¢ krytyczna rozkladu
t przy poziomie ufnoéci o i n — 2 stopniach swobody.

Gorne oszacowanie

R 1 T —T)?
771@) :y+ta,n—2'3 -+ n( )
n zl(xl _ 5)2
oraz dolne
N 1 T — T)2
7]2(1:) =y —tan2-S |-+ n( )
i=1

33



ROZDZIAL 8. REGRESJA

Zadanie

Korzystajac z tablicy zamieszczonej ponizej narysuj wykres rozrzutu a nastepnie oblicz
wspotczynniki rownania regresji liniowe;j.
Zweryfikuj hipoteze o istotnosci wspétezynnika kierunkowego jak réwniez catoéci mo-

delu. Oblicz R?, RMSE oraz przedziaty ufnosci dla linii regresji.
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Rozktad F-Snedecora
Tablice podaja wartosci kwantyla rzedu 0.95 centralnego rozktadu F Snedecora z n; i

ng stopniami swobody. Wiersze odpowiadajg wartosciom nq, kolumny warto$ciom ns.

1 2 3 4
161,45 | 18,51 | 10,13 | 7,71
199,5 19 9,55 | 6,94
215,71 | 19,16 | 9,28 | 6,59
224,58 | 19,25 | 9,12 | 6,39
230,16 | 19,3 | 9,01 | 6,26
233,99 | 19.33 | 8,94 | 6,16
236,77 | 19.35 | 8,89 | 6,09
238,88 | 19,37 | 8,85 | 6,04
9 |240,54 | 19,38 | 881 6
10 | 241,88 | 194 | 8,79 | 596
1124298 | 194 | 8,76 | 594
1224391 | 19,41 | 8,74 | 591
13 | 244,69 | 19,42 | 8,73 | 5,89
14 | 245,36 | 19,42 | 8,71 | 5,87

8 | 9 |10 ] 11 |12 |13 ] 14 | 15
512 | 4,96 | 4,84 | 4,75 | 4,67 | 4.6 | 4,54
1326 | 4,1 | 3,98 | 3,80 | 3,81 | 3,74 | 3,68
: 349 | 341|331 3,29
3,18 | 3,11 | 3,06
3,03 | 2,96 | 2,9
2,92 [ 285 | 2,79
283 | 2.76 | 2.71
277 | 2.7 | 2.64
271|265 259 9
2,67 | 2.6 | 2.51| 10
2,63 | 2,57 | 2.51 | 11
26 | 253|248 |12
258 | 2,51 | 2,45 | 13
255 | 248 | 242 | 14

[l IR RSN U T
| || v k| ol nof =

15 ] 24595 | 1943 | 8,7 |5,86 2,53 1246 | 24 | 15
16 | 246,46 | 1943 | 8,69 | 5,84 2,51 2,44 | 2,38 | 16
17 Ry 8,68 | 5,83 2,5 243237 |17
18 | 247,32 8,67 | 5,82 248124123518
19 | 247,69 8,67 | 5,81 247 24 234 |19
20 | 248,01 8,66 | 58 2,46 | 2,39 | 2,33 | 20
21 | 248,31 8,65 | 5,79 2,45 12,38 |2.32 |21

5
22| 248,58 | 19,45 | 8,65 | 5,79
23 | 248,83 | 19,45 | 8,64 | 5,78
24 | 249,05 | 19,45 | 8,64 | 5,77
25 | 249,26 | 19,46 | 8,63 | 5,77
26 | 249,45 | 19,46 | 8,63 | 5,76
27 | 249,63 | 19.46 | 8,63 | 5,76
28 | 2498 | 19,46 | 8,62 | 5,75
29 | 249,95 | 1946 | 8,62 | 5,75

5,75

244 [ 237231 22
2431236 23 |23
24223522924
24123422825
24123322726
24 [233]227 |27

239 | 2,31 | 2,25 | 29

30 | 250,1 | 19.46 | 8.62 | 5.7 238 | 2,31 | 2.25 | 30
1 2 3 4 13 | 14 | 15

17 | 18 26 | 27 | 28 | 29
145 | 441 123421 | 42 [4.18
359 | 3,55 337 3,35 | 3,34 | 3,33

32 | 3,16 2,98 [ 2,96 | 2,95 | 2,93
2,96 | 2,93 274|273 [ 271 | 2.7
281 | 277 2,59 | 2,57 | 2,56 | 2,55

27 | 2.66 247 | 246

261 | 2,58 239 | 2.37

255 | 251 232|231

249 | 246 227|225 | 224 222
245 | 241 222 22 [219 218
241 | 237 218 | 2,17 | 2,15 | 2,14
238 | 2,34 215 | 213 [ 2,12 | 2.1
235 | 231 212 2,1 2,00 2,08
233 | 2.29 2,09 | 2,08 | 2,06 | 2,05
231 | 227 2,07 | 2,06 | 2,04 | 2,03
229 | 2.25 2.05 | 2,04 | 2,02 | 2,01
227 | 2.23 203202 2 | 1,9
226 | 2.22 202 2 | 199197
224 | 22 2 [1.99 | 1,97 | 1.96
223 | 2.19 1,00 | 1,97 | 1,96 | 1.94
222 | 218 201 2 |1,98]1,96 195193
221 | 217 2 [1.98[ 1,97 1,95 | 1,93 [ 1,92

22 | 216 1,09 [ 1,97 | 1,96 | 1,904 | 1,92 | 1,91
219 | 2,15 198 1,96 | 1,95 | 1,93 [ 1,91 ] 1.9
2.18 | 2.14 1,07 | 1,96 | 1,94 | 1,02 [ 1,01 | 1.89
217 | 2.13 197 [1,95 | 1,93 [ 191 ] 1,9 | 1,88 1,87 | 26

27 | 221 | 217 | 2.13 196 1,94 1,92 | 1,9 [ 1,80 | 1,88 | 1,86 | 27
1,95 | 193 1,91 1,9 | 188 | 1,87 | 1.85 | 28
1,95 | 1,93 | 1,91 | 1,89 | 1,88 [ 1,86 | 1,85 | 29

1,94 1192] 1,9 | 1,88 | 187 | 1,85| 1,84 | 30

29 2,2 2,15 | 2,11
30 | 2,19 2,15 | 2,11
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